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ة ال  رابعة عش  المحاضر

هنة   𝑓إذا كان : مبر
 
  تابعا

 
 مستمر  عقديا

 
ي  𝐺 ، Γعلى منطقة  ا

 ف 
 
  𝑓، وكان لــ 𝐺طريقا

 
 أصليا

 
 𝐹تابعا

 𝐺على 
 
∫ :             ، فإن 𝑓

 

Γ
= 𝐹(𝑧𝑇) − 𝐹(𝑧𝐼) 

 . نهايته 𝑧𝑇و  Γ بداية الطريق 𝑧𝐼حيث 

هنة وكان  : نتيجة وط المبر قت شر
 
  Γإذا تحق

 
 فإن

 
∫          : مغلقا 𝑓(𝑧)

 

Γ
𝑑𝑧 = 0 

𝐺: إذا كان ملاحظة = ℂ تكامل 
 
هنة، فإن وط المبر قت شر

 
 عن الطريق  𝑓، وتحق

ً
سيكون مستقلا

ي ، و 𝑧2 نقطةأي  إلى 𝑧1 نقطةأي  المسلوك من
كة للتكاملات على الطرق التر مز للقيمة المشبر سب 

∫بالرمز  𝑧2ونهايتها  𝑧1بدايتها  𝑓(𝑧)
𝑧2
𝑧1

𝑑𝑧 وسيعطى هذا التكامل بالمساواة ، : 

∫ 𝑓(𝑧)
𝑧2

𝑧1

𝑑𝑧 = 𝐹(𝑧2) − 𝐹(𝑧1) 

∫هل للرمز  : مثال cos 𝑧
2𝑖

𝑖
𝑑𝑧 وإذا كان له معت  ف ،  . ما قيمتهمعت 

  الحل: 
 
cosإن 𝑧  تابع مستمر علىℂ وله تابع أصلىي على ،ℂ  وهوsin 𝑧 إذن يوجد للرمز ،

∫ cos 𝑧 𝑑𝑧
2𝑖

𝑖
. ويكون   : معت 

∫ cos 𝑧
2𝑖

𝑖

𝑑z = sin(2𝑖) − sin(𝑖) = 𝑖(𝑠ℎ(2) − 𝑠ℎ(1)) 

 متتاليات ومتسلسلات التوابع العقدية: 

فة على مجموعة  {𝑓𝑛}لتكن  : تعاريف   𝑓، وليكن 𝐴متتالية من التوابع العقدية المعر 
 
 معرفا

 
تابعا

 : عندئذ   . 𝐴على 

  نقول إن المتتالية 𝑓𝑛  
 
إذا وفقط إذا كانت  𝐴على  𝑓نحو متقاربة ببساطة أو نقطيا

، أي إذا  𝐴من المجموعة   𝑧 كل  لأجل 𝑓(𝑧)متقاربة من   𝑓𝑛(𝑧)العقدية المتتالية 

 : تحققت العلاقة

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑓𝑛(𝑧) = 𝑓(𝑧)      ∶       ∀𝑧 ∈ 𝐴 
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ي حال التقارب البسيط
ي ، ف 

سم 
ُ
 ، ونرمز لذلك 𝐴على  𝑓𝑛بالنهاية البسيطة لــ  𝑓 التابع ن

𝑓𝑛بــ 
             
→   𝑓 . 

  نقول إن المتتالية 𝑓𝑛  بانتظام نحو متقاربة𝑓  على𝐴  إذا وفقط إذا تقاربت المتتالية

𝜇𝑛}  الحقيقية = sup
𝑧∈𝐴
|𝑓𝑛(𝑧) − 𝑓(𝑧)|}  متقاربة من الصفر، أي إذا : 

𝜇𝑛 = sup
𝑧∈𝐴
|𝑓𝑛(𝑧) − 𝑓(𝑧)|

             
→   0 

 ، سنستخدم الرمز  𝐴على  𝑓من التابع  𝑓𝑛وللدلالة على التقارب بانتظام للمتتالية 

𝑓𝑛
        
→ 
     𝑢

𝑓  على𝐴   أو𝑓 = 𝑢 − 𝑙𝑖𝑚 𝑓𝑛  على𝐴 . ي و
سم 

ُ
ي هذه الحالة ال 𝑓ن

نهاية ، ف 

 .   𝐴على  𝑓𝑛 المنتظمة للمتتالية

وإن النهاية المنتظمة لها هي قاربة ببساطة، متقاربة بانتظام فهي مت {𝑓𝑛}إذا كانت  ملاحظة: 

 لكن العكس غبر صحيح. النهاية البسيطة لها. 

𝑓كان و  𝐴المستمرة على  العقدية متتالية من التوابع {𝑓𝑛} إذا كانت ملاحظة:  = 𝑙𝑖𝑚 𝑓𝑛  على

𝐴 وري أن يكون  على  𝑓، فليس من الض 
 
، 𝐴على  ب بانتظامكان هذا التقار لو  لكن  . 𝐴مستمرا

 
 
 تابعستكون  𝑓 النهاية فإن

 
 مستمر  ا

 
 . 𝐴على  ا

 المتسلسلة  نقول عن ∑ 𝑓𝑘
∞
𝑘=𝑘0

ها متقاربة ببساطة على  
 
 𝑓، ومجموعها يساوي 𝐴إن

أي إذا  . 𝐴على  𝑓نحو  كانت متتالية المجاميع الجزئية لها متقاربة ببساطةإذا وفقط إذا  

 : انت المتتالية المعرفة بالمساواةك

𝑆𝑛 = ∑ 𝑓𝑘

𝑛

𝑘=𝑘0

= 𝑓𝑘0 +⋯+ 𝑓𝑛 ∶ 𝑓𝑜𝑟 𝑎𝑙𝑙 𝑛 ≥ 𝑘0 

ي ،  𝐴على  𝑓متقاربة ببساطة نحو 
سم 

ُ
ي هذه الحالة  𝑓ون

لمتسلسلة بسيط لــالمجموع الف 

∑ 𝑓𝑘
∞
𝑘=𝑘0

∑.   نكتبللدلالة على ذلك، و ،   𝑓𝑘 = 𝑓
∞
𝑘=𝑘0

 

 المتسلسلة  نقول عن ∑ 𝑓𝑘
∞
𝑘=𝑘0

ها   
 
إذا وفقط  𝑓، ومجموعها 𝐴متقاربة بانتظام على إن

للدلالة .  𝐴على  𝑓متقاربة بانتظام نحو  {𝑆𝑛} إذا كانت متتالية المجاميع الجزئية لها 
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∑ : نكتب 𝐴على  𝑓م للمتسلسلة نحو انتظالتقارب با على 𝑓𝑘 =
𝑢
𝑓∞

𝑘=𝑘0
، ونسمي 𝐴على 

𝑓  المجموع المنتظم للمتسلسلة على𝐴 . 

∑إذا كان  : ملاحظة 𝑓𝑘 =
 
𝑓∞

𝑘=𝑘0
وري 𝐴توابع مستمرة على  𝑓𝑘و  𝐴على   ، فليس من الض 

∑أما إذا كان  . 𝐴على  ا مستمر  𝑓أن يكون  𝑓𝑘 =
𝑢
𝑓∞

𝑘=𝑘0
 𝐴توابع مستمرة على  𝑓𝑘و  𝐴على  

 
 
 . 𝐴مستمر على  𝑓فإن

  
هنة كوش  ,𝐷(𝑎القرص المغلق  ، وليكن𝐺على منطقة  ا تحليلي 𝑓ليكن  : مبر 𝑟)  ي

. 𝐺محتوى ف 

 
 
 : عندئذ  فإن

𝑓(𝑧) =
1

2𝜋𝑖
∫

𝑓(𝑤)

𝑤 − 𝑧

 

𝐶+(𝑎,𝑟)

𝑑𝑤   ∶     ∀𝑧 ∈ 𝐷(𝑎, 𝑟) 

,𝐶+(𝑎: للتذكبر  𝑟)  ي مركزها الهو
الممسوحة مرة واحدة بالاتجاه  𝑟ونصف قطرها  𝑎دائرة التر

 الموجب. 

,𝐷(𝑎تحوي لصاقة قرص تحليليا على منطقة  𝑓إذا  : 1 نتيجة 𝑟) فمعرفة قيم التابع ،𝑓  على

 . عند كل نقاط ذلك القرص 𝑓قيم محيط القرص كاف  لمعرفة 

 على محيط وداخل القرص  𝑓إذا كان  : 2نتيجة
 
,𝐷(𝑎تحليليا 𝑟)  

 
 : فإن

∫
𝑓(𝑧)

𝑧 − 𝑧0

 

𝐶+(𝑎,𝑟)

𝑑𝑧 = 2𝜋𝑖 𝑓(𝑧0) ∶ ∀𝑧0 ∈ 𝐷(𝑎, 𝑟) 

∫احسب تكامل  : تمرين
sin𝑧

𝑧2+1
𝑑𝑧

 

𝛾
  : ي الحالتير  التاليتير 

 وذلك ف 

1) 𝛾(𝑡) = 𝑖 + 𝑒𝑖𝑡 ∶ 0 ≤ 𝑡 ≤ 2𝜋 

2)𝛾(𝑡) = 2𝑒𝑖𝑡 ∶ 0 ≤ 𝑡 ≤ 2𝜋 

  الحل:  

 التابع
 
,ℂ\{−𝑖المكامل تحليلىي على  إن 𝑖} . 

ل  .1
 
ي يُمث

ي الطلب الأول المنحت 
,𝐶+(𝑖  التابع ف  ي مركزها ، (1

ونصف قطرها  𝑖أي الدائرة التر

 : ة واحدة بالاتجاه الموجب، ثم إنالممسوحة مر  1
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∫
sin 𝑧

𝑧2 + 1

 

𝐶+(𝑖,1)

𝑑𝑧 = ∫

sin𝑧

𝑧+𝑖

𝑧 − 𝑖

 

𝐶+(𝑖,1)

𝑑𝑧 

𝑓(𝑧) إذا أخذنا  =
sin𝑧

𝑧+𝑖
 ℂ\{𝑖}تابع تحليلىي على فإن هذا ال 

 
تحليلىي على محيط وداخل ه ، أي أن

,𝐷(𝑖القرص  ,𝐷(𝑖نقطة من القرص  𝑖وبما أن ، (1 ي  2ب نتيجة حس، ف(1
هنة كوشر من مبر

 : نجد أن

∫

sin𝑧

𝑧+𝑖

𝑧 − 𝑖

 

𝐶+(𝑖,1)

𝑑𝑧 = 2π𝑖 𝑓(𝑖) = 2𝜋𝑖
sin 𝑖

𝑖 + 𝑖
= 𝜋 sin 𝑖 

                                = 𝜋
𝑒𝑖(𝑖) − 𝑒−𝑖(𝑖)

2𝑖
= 𝑖𝜋𝑠ℎ (1)    

ي هذه الحالة هو   .2
ي التكامل ف 

ي يحوي نقطتير  ، 𝐶+(0,2) إن منحت 
وبما أن هذا المنحت 

لا نستطيع استخدام  )المكامل غبر تحليلىي عندهما( فإننا  𝑖  ،−𝑖شاذتير  للمكامل هما 

ي 
هنة كوشر . لذلك،لحساب التكامل  مبر سنفرق المكامل إلى مجموع  بشكله الحالىي

 : تابعير  

1

𝑧2 + 1
=

𝐴

𝑧 − 𝑖
+

𝐵

𝑧 + 𝑖
 

ب الطرفير  بــ  𝐴لحساب  𝑧نض  − 𝑖  ونجعل ،𝑧  تسعى إلى𝑖 .   ومنه𝐴 =
1

2𝑖
 

ب الطرفير  بــ  𝐵لحساب  𝑧نض  + 𝑖  ونجعل ،𝑧  تسعى إلى−𝑖 .   ومنه𝐵 = −
1

2𝑖
 

ب الطرفير  بــ   نض 
 
ا sinوأخبر 𝑧  فيصبح لدينا : 

sin 𝑧

𝑧2 + 1
=
1

2𝑖
(
sin 𝑧

𝑧 − 𝑖
−
sin 𝑧

𝑧 + 𝑖
) 

 بالمكاملة نجد: 

∫
sin 𝑧

𝑧2 + 1

 

𝐶+(0,2)

𝑑𝑧 =
1

2𝑖
(∫

sin 𝑧

𝑧 − 𝑖

 

𝐶+(0,2)
𝑑𝑧 −∫

sin 𝑧

𝑧 + 𝑖

 

𝐶+(0,2)
𝑑𝑧) 
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𝑓(𝑧)لنأخذ  = sin 𝑧  تحليلىي على محيط وداخل القرص وهو تابع𝐷(0,2) 
 
,𝑖، كما أن −𝑖 

ي 𝐷(0,2)ينتميان إلى 
هنة كوشر  : . ومنه حسب مبر

∫
sin𝑧

𝑧2 + 1

 

𝐶+(0,2)

𝑑𝑧 =
1

2𝑖
[2𝜋𝑖 sin(𝑖) − 2𝜋𝑖 sin(−𝑖)] = 2𝜋 sin𝑖 =2𝜋𝑖𝑠ℎ (1) 

 

ة الرابعة عشر   ... ...انتهت المحاض 

 

 

 

 

 

 

 


